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RESUMEN
Este trabajo presenta un análisis cinemático detallado de un manipulador planar de 3 grados de libertad, 
un sistema fundamental en robótica. La finalidad principal es desarrollar y validar rigurosamente los mo-
delos cinemáticos directo e inverso. En la metodología, se deriva el modelo cinemático directo mediante 
un enfoque geométrico intuitivo. Para el problema inverso, se desarrolla una solución analítica en forma 
cerrada, desacoplando la posición de la muñeca para obtener los ángulos articulares. La contribución 
central es la validación robusta del modelo, pues la solución analítica se compara con los resultados de 
diez algoritmos numéricos iterativos (incluyendo Newton-Raphson y Levenberg-Marquardt) implemen-
tados en la Robotics Toolbox (RTB) para Python. Los resultados, presentados en tablas comparativas 
para tres poses de prueba, demuestran que los métodos numéricos convergen a las soluciones exactas 
calculadas por el modelo analítico. Esta validación no solo confirma la correctitud del modelo propues-
to, sino que también ilustra experimentalmente la naturaleza de múltiples soluciones del problema de 
cinemática inversa. El modelo verificado sirve como una base sólida para futuras aplicaciones de control 
y planificación de trayectorias.
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I. INTRODUCCIÓN
Los manipuladores robóticos representan una tecnología 

fundamental en la automatización industrial y la investiga-
ción científica, desempeñando un papel crucial en una vasta 
gama de aplicaciones que abarcan desde líneas de ensamblaje 
de alta precisión y procedimientos quirúrgicos mínimamente 
invasivos hasta la exploración de entornos remotos y peligro-
sos (Wang et al. 2017). La eficacia de un robot en cualquiera 
de estas tareas depende intrínsecamente de su capacidad para 
controlar la posición y orientación de su efector final, que es 
el componente que interactúa directamente con el entorno, 
de manera precisa, rápida y fiable. Esta capacidad de control, 
a su vez, se fundamenta en la existencia de un modelo ma-
temático que describe con exactitud el comportamiento del 
sistema robótico (Suarez et al. 2021).

Este trabajo se centra en el análisis de un manipulador 
planar de tres grados de libertad (3-GDL). Aunque esta ar-
quitectura puede parecer simple, constituye un sistema ca-
nónico que encapsula los desafíos fundamentales inherentes 
al modelado de manipuladores seriales, incluyendo las no 
linealidades trigonométricas en su cinemática y los comple-
jos acoplamientos inerciales y de velocidad en su dinámica. 
Además, esta configuración es representativa de las etapas de 
posicionamiento primarias en robots industriales más com-
plejos, como el Cincinnati Milacron T3, lo que subraya su 
relevancia práctica y pedagógica (Zhuang et al. 1992).

Los objetivos principales de este estudio son los siguientes:
•	 Derivar un modelo cinemático completo para el manipu-

lador, empleando un enfoque geométrico, que proporcio-
na una comprensión intuitiva.

•	 Resolver el problema de la cinemática inversa de forma 
analítica, identificando y discutiendo la existencia de múl-
tiples configuraciones para una pose dada del efector final.

•	 Validar la exactitud y el poder predictivo del modelo cine-
mático mediante simulaciones numéricas implementadas 
en un entorno de software estándar en la comunidad ro-
bótica, el Robotics Toolbox para Python.

Para alcanzar estos objetivos, el artículo se estructura de la 
siguiente manera. La Sección 2 detalla la derivación del mo-
delo cinemático, cubriendo tanto el problema directo como 
el inverso. La Sección 3 describe el proceso de simulación y 
validación de ambos modelos, presentando los resultados nu-
méricos y gráficos que confirman su corrección. Finalmente, 
la Sección 4 resume las contribuciones del trabajo y propone 
líneas de investigación futuras.

II. METODOLOGÍA
Análisis cinemático directo
El problema de la cinemática directa se ocupa de deter-

minar la posición y orientación del efector final de un robot 
dadas las variables de sus articulaciones (Yonezawa et al. 
2024). Para un manipulador serial, esto implica establecer 
una relación funcional que mapea un vector de posiciones 
de articulación, conocido como el espacio de configuración o 
espacio de articulaciones, a un vector que describe la pose del 
efector final en un sistema de coordenadas cartesiano, conoci-
do como el espacio de tarea o espacio de trabajo. Este análisis 
es un requisito fundamental para cualquier tarea robótica, ya 
que permite al sistema predecir el resultado de los movimien-
tos de sus articulaciones (Gonçalves et al. 2022). Aunque con-
ceptualmente sencillo, la derivación de las ecuaciones de ci-
nemática directa exige un enfoque preciso y sistemático para 
modelar con exactitud la geometría del movimiento.

En esta sección se desarrolla el modelo cinemático direc-
to para un manipulador planar de 3-GDL. Esta arquitectu-
ra específica, aunque simple, es fundamental en la robótica, 
representando a menudo los grados de libertad de posicio-
namiento primarios en manipuladores industriales más com-
plejos como el Cincinnati Milacron T3 (Maciel et al. 1984). 
Para esta derivación, se emplea un enfoque geométrico, que 
se basa en la trigonometría básica para proporcionar una 
comprensión clara e intuitiva de la estructura del manipu-
lador. El objetivo de este método es proporcionar no solo el 
modelo matemático correcto, sino también una apreciación 
más profunda de la interacción entre la intuición geométrica 
y el modelado de robots.

Figura 1.
Cadena cinemática del manipulador.

El mecanismo en cuestión es uno de cadena abierta en 
serie compuesto por tres eslabones rígidos conectados por tres 
articulaciones de revolución, como se muestra en la Figura 
1. El movimiento del mecanismo está restringido a un único 
plano bidimensional. Los ejes de las tres articulaciones de re-
volución son paralelos entre sí y perpendiculares a este plano 
de movimiento.

Para formalizar la descripción del manipulador, se defi
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nen sus parámetros constituyentes y los sistemas de coor-
denadas utilizados para medir su estado. 

De esta forma, la geometría del manipulador se define 
por un conjunto de longitudes de eslabón constantes y ángu-
los de articulación variables, que se describen a continuación:
•	 Las longitudes de los eslabones (l1,l2,l3) son los tres pa-

rámetros escalares que definen las dimensiones físicas del 
robot. La longitud li representa la distancia entre el eje de 
la articulación i y el eje de la articulación i+1. La longitud 
del último eslabón, l3, se define como la distancia desde el 
eje de la tercera articulación hasta un punto de referencia 
específico en el efector final.

•	 Las variables de articulación (q=[1,2,3]T) son las coorde-
nadas generalizadas que definen de forma única la confi-
guración del manipulador. Para este manipulador, todas 
las variables de articulación son ángulos de rotación. Por 
convención, 1 es el ángulo absoluto del primer eslabón me-
dido con respecto a una dirección de referencia fija. Los 
ángulos posteriores, 2 y 3, son ángulos relativos medidos 
entre eslabones adyacentes. Una rotación positiva se defi-
ne típicamente por la regla de la mano derecha sobre el eje 
de la articulación.

•	 El sistema de referencia base se establece como un sis-
tema de referencia inercial fijo, denotado como {0} con 
ejes (x0,y0), en la base del manipulador. El origen de este 
sistema coincide con el eje de la primera articulación de 
revolución. El eje x0 sirve como referencia desde la cual se 
mide el primer ángulo de articulación, 1.

•	 La posición y orientación del efector final en el plano se 
describen en relación con el sistema de referencia base. La 
posición viene dada por las coordenadas cartesianas (x,y) 
del punto de la herramienta. La orientación, denotada por 
, es el ángulo absoluto de la línea central del último eslabón 
medido desde el eje x0. La combinación (x,y,) constituye la 
pose del efector final en el espacio de tarea.

El enfoque geométrico proporciona el camino más directo 
e intuitivo para derivar las ecuaciones de cinemática directa 
para un manipulador planar. Este método se basa en el prin-
cipio de la suma de vectores, donde la posición del efector 
final se encuentra sumando los vectores que representan cada 
eslabón en el sistema de coordenadas base. La orientación y 
longitud de cada vector de eslabón están determinadas por la 
suma acumulada de los ángulos de las articulaciones.

Si se denota la posición del efector final como el vector 
y las posiciones de las articulaciones como

El origen del sistema de referencia base está en

En referencia a la posición de la articulación 2        el primer 
eslabón tiene una longitud Ɩ₁ y está orientado a un ángulo θ₁ 
con respecto al eje x₀. La posición de la segunda articulación 
es, por lo tanto, el punto final de este vector de eslabón, como 
se muestra en la Ecuación 1.

De acuerdo a la posición de la articulación 3      el se-
gundo eslabón tiene una longitud Ɩ₂. Su orientación es relati-
va al primer eslabón, dada por el ángulo θ₂. Por lo tanto, su 
orientación absoluta con respecto al eje x₀ es la suma de los 
dos primeros ángulos de articulación, θ₁ + θ₂. El vector que 
representa el segundo eslabón, desde la articulación 2 hasta la 
articulación 3, es mostrado en la Ecuación 2.

La posición de la tercera articulación es la suma vectorial 
de las posiciones de los dos primeros eslabones, como indica 
la Ecuación 3.

Finalmente, la posición del efector final      tiene como 
referencia el tercer eslabón, cuya longitud Ɩ₃ y orientación es 
relativa al segundo eslabón, dada por θ₃. Su orientación abso-
luta es la suma de los tres ángulos de articulación, θ₁+θ₂+θ₃. 
La Ecuación 4 muestra el vector que representa el tercer esla-
bón, desde la articulación 3 hasta el efector final.

La Ecuación 5 indica la posición final del efector final, 
que es la suma de los tres vectores de los eslabones.

Esta suma vectorial produce las ecuaciones explícitas de 
cinemática directa para la posición cartesiana del efector fi-
nal, mostradas en el conjunto de Ecuaciones 6.

Para abreviar en las secciones siguientes, adoptaremos la 
notación abreviada
etc. El conjunto de Ecuaciones 6 se pueden reescribir enton-
ces como el par de Ecuaciones 7 y 8.

La orientación del efector final,  mostrada en la Ecuación 
9 se define como el ángulo que su línea central forma con el 
eje x0 positivo. Como se estableció en la derivación vectorial, 
la orientación absoluta del último eslabón es la suma acumu-
lada de todos los ángulos de las articulaciones precedentes. 
Esto es una consecuencia directa de la estructura de cadena 
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en serie, donde la rotación de cada articulación se construye 
sobre la orientación del eslabón anterior. φ = θ₁ + θ₂ + θ₃

Las tres Ecuaciones 7, 8 y 9, dos para la posición y una 
para la orientación respectivamente, constituyen el modelo 
cinemático directo del manipulador derivado mediante el 
método geométrico. Se proporciona un mapeo explícito, aun-
que no lineal, desde las variables del espacio de articulaciones 
(θ₁, θ₂, θ₃), a la pose del espacio de tarea (x,y,φ).

Análisis cinemático inverso
El problema de la cinemática inversa es el inverso del pro-

blema de la cinemática directa, es decir, determinar el con-
junto de variables de articulación, q=[1,2,3]T, que colocarán 
el efector final del manipulador en una posición y orientación 
deseadas, (x,y,φ). Esta capacidad es fundamental para la robó-
tica, ya que la mayoría de las tareas se especifican en términos 
del comportamiento deseado del efector final en el mundo, 
y no en términos de los ángulos de articulación requeridos.

A diferencia del problema de la cinemática directa, que 
típicamente tiene una solución única y en forma cerrada para 
los manipuladores en serie, el problema de la cinemática in-
versa es significativamente más complejo. Las ecuaciones que 
lo gobiernan son no lineales y trigonométricas, lo que puede 
llevar a varios desafíos.

La idea clave es que, dada la posición (x,y) y la orientación  
deseadas del efector final, se puede determinar la posición 
de la muñeca, que se denota como (wx,wy). El efector final 
se encuentra a una distancia Ɩ₃ de la muñeca en la dirección 
especificada por el ángulo φ, por lo tanto, para encontrar la 
posición de la muñeca, simplemente se retrocede desde la po-
sición del efector final por un vector de longitud Ɩ₃ orientado 
en el ángulo φ. Las coordenadas de la muñeca son mostradas 
en la Ecuación 10.

Este paso desacopla efectivamente el problema, por lo 
que el resto del análisis consiste en encontrar los ángulos de 
articulación θ₁ y θ₂ para un manipulador de 2 eslabones con 
longitudes Ɩ₁ y l₂ que posicione su punta en las coordenadas 
de la muñeca calculadas(wx,wy). De esta forma, el conjunto de 
Ecuaciones 11 describe este desacople.

Para resolver para θ₂, se elevan al cuadrado y se suman el 
conjunto de Ecuaciones 11.

La Ecuación 12 se simplifica usando la ley de los cosenos 
para el triángulo formado por el origen, el codo y la muñeca.

Después, se despeja cos(2) de la Ecuación 13.

Dado que en la Ecuación 14, cos(2)=cos(-2)     , hay dos 
posibles soluciones para θ₂, correspondientes a las configura-
ciones de codo arriba y codo abajo. Sea D=cos(2). Si |D|>1, 
el punto de la muñeca es inalcanzable y no existe una solu-
ción real. De lo contrario, las dos soluciones son θ₂ y -θ₂.

Una vez que se elige un valor para θ₂, se puede resolver 
para θ₁. Si se reescriben el conjunto de Ecuaciones 11:

Se obtienen el conjunto de Ecuaciones 15, adicionalmen-
te si k1=l1+l2c2 y k2=l2s2; se resuelve este sistema para c₁ y 
s₁ obteniéndose las expresiones mostradas en el conjunto de 
Ecuaciones 16.

Finalmente, θ₁ se puede encontrar usando la función ar-
cotangente de dos argumentos, que maneja correctamente 
todos los cuadrantes:

Nótese que para cada una de las dos opciones para θ₂ (es 
decir, θ₂ y -θ₂), se calculará un valor único para θ₁, mostrado 
en la Ecuación 17. Con θ₁ y θ₂ determinados, encontrar θ₃ es 
trivial a partir de la Ecuación 9.

θ₃ = φ - θ₁ - θ₂

La Ecuación 18 debe calcularse para cada par de solucio-
nes (θ₁, θ₂).

Solución numérica
Los métodos numéricos ofrecen un enfoque alternativo a 

las soluciones analíticas y son caracterizados por algoritmos 
iterativos que refinan progresivamente una suposición inicial 
para encontrar los ángulos de las articulaciones y minimizar 
el error entre la pose actual y la deseada. Esto transforma 
eficazmente el problema de la CI en un problema de optimi-
zación, donde el objetivo es minimizar una función de costo 
que representa el error de la pose.

La principal ventaja de los métodos numéricos radica en 
su generalidad y versatilidad. Son altamente aplicables a di-
ferentes tipos de manipuladores con estructuras cinemáticas 
complejas, como son los manipuladores redundantes. Todo 
esto sin requerir derivaciones matemáticas específicas del me-
canismo más allá de la cinemática directa. Esto los convier-
te en una buena opción cuando se trata de manipuladores 
complejos o redundantes donde las soluciones analíticas son 
intratables (Liu et al. 2017). Los métodos numéricos más co-
munes son:
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Newton-Raphson, sin pseudoinversa Jacobiana (NR 
pse=0) o con pseudoinversa Jacobiana (NR pse=1), es un mé-
todo que ajusta iterativamente los ángulos de las articulacio-
nes resolviendo los cambios de velocidad de las articulaciones 
utilizando la pseudoinversa Jacobiana para reducir el error. 
Es conocido por su tasa de convergencia cuadrática para fun-
ciones no lineales.

Gauss-Newton, sin pseudoinversa Jacobiana (GN pse=0) 
o con pseudoinversa Jacobiana (GN pse=1), es una extensión 
del método de Newton que aproxima la matriz Hessiana uti-
lizando la matriz Jacobiana.

Levenberg-Marquardt (LM), es un algoritmo de optimi-
zación híbrido que combina las fortalezas de Gauss-Newton 
y el gradiente descendiente, que emplea un factor de amor-
tiguación para controlar el tamaño del paso, lo que mejora 
significativamente la robustez, especialmente al acercarse a 
singularidades. Algunas de estas versiones pueden ser las de 
Wampler (LMW), que permite tratar singularidades de forma 
dinámica, a través de la introducción de un factor de amor-
tiguamiento que puede ser de  110-4 o de 110-6, conside-
rando que un factor de amortiguamiento mayor dirige a una 
solución más estable, pero de forma más lenta. Otro método 
numérico es el de Chan (LMC), que usa un factor de amor-
tiguamiento fijo y que puede ser de 1.0 o 0.1 y que provee 
al método de una estabilidad de poder resolver singularida-
des y detectar objetivos que físicamente el manipulador no 
puede alcanzar. Finalmente, Sugihara introduce otra variante 
de LM (LMS)que provee al método LM de la posibilidad de 
converger bajo diferentes condiciones a través de un factor 
específico o sesgo que puede ser de 0.001 o 0.0001.

Las soluciones numéricas se obtuvieron utilizando la li-
brería Robotics Toolbox versión 1.1.1 de Peter Corke (Havi-
land and Corke 2024), sobre Python versión 3.11. El entorno 
de ejecución para las simulaciones fue una computadora Ma-
cBook Air 2020.

III. RESULTADOS O AVANCES
Para las siguientes poses PEF=x,y T  mostradas en la Ta-

bla 1, se da solución a la cinemática inversa del manipulador, 
a través de los métodos descritos anteriormente. La Tabla 2 
muestra la solución a las poses descritas. La Figura 2 muestra 
las poses del manipulador en cada una de las soluciones.

Tabla 1.
Diferentes poses a resolver

Tabla 2.
Soluciones a las poses del manipulador

Al analizar los resultados presentados en la Tabla 2, se 
puede realizar una comparación directa entre las soluciones 
de cinemática inversa obtenidas por el método analítico pro-
puesto y las soluciones generadas por los diversos algoritmos 
numéricos implementados en la Robotics Toolbox (RTB), 
cuya versión original fue lanzada para Matlab (Corke 1996) 
y que estableció los algoritmos y la estructura que la versión 
de Python heredó.

La observación principal es que los resultados numéricos 
de la RTB validan la correctitud del modelo analítico. Para 
cada una de las tres poses evaluadas, al menos uno de los 
métodos numéricos converge a la solución exacta encontrada 
por el método analítico.

Sin embargo, la tabla también ilustra de manera efecti-
va la existencia de múltiples soluciones para el problema de 
la cinemática inversa. Los diferentes algoritmos numéricos, 
partiendo de sus condiciones iniciales y empleando distintas 
estrategias de optimización, convergen a configuraciones dis-
tintas que satisfacen la misma pose del efector final. Un des-
glose por pose revela lo siguiente:

Para la Pose 1 (x=110.5,y=284.1), la solución analítica 
(θ₁=0.3067, θ₂=1.352, θ₃=0.6457) es replicada de forma pre-
cisa por el método NR pse=1. Los métodos LMS 0.001 y 
LMS 0.0001 también convergen a esta misma solución, con 
diferencias mínimas en θ₃ (0.6458 y 0.6455, respectivamen-
te), probablemente debidas a la tolerancia de convergencia 
numérica. Otros métodos, como NR pse=0 o LMC 1.0, en-
cuentran una solución alternativa válida, lo que corresponde 
a una configuración diferente de codo abajo en lugar de codo 
arriba.

Para la Pose 2 (x=414.4,y=92.06), la solución analítica 
(θ₁=0.282, θ₂=-0.4797, θ₃=0.9167) es encontrada exacta-
mente por los métodos NR pse=0 y GN pse=1. Es notable 
que otros métodos, como GN pse=0 y LMW 1e-6, encuen-
tran la misma solución para θ₁ y θ₂, pero reportan 3≈-5.367. 
Esta no es una solución diferente, sino una representación 
equivalente del mismo ángulo, ya que 0.9167-2π≈-5.3665. 
Finalmente, los métodos como LMC y LMS convergen a una 
solución completamente distinta para esta pose
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Para la Pose 3 (x=139.8,y=-41.07), la solución analítica 
(θ₁=-0.3922, θ₂ =2.462, θ₃ =2.913) es igualada perfectamen-
te por el método LMS 0.001. Al igual que en la Pose 2, se 
observan soluciones equivalentes con ángulos envueltos. Por 
ejemplo, NR pse=1 y GN pse=1 encuentran la misma solu-
ción para θ₂ y θ₃, pero reportan 1≈-6.675 (donde -0.3922-2≈-
6.6754). De manera similar, LMW 1e-6 encuentra la misma 
solución para θ₁ y θ₃, pero reporta 2π≈-3.822 (donde 2.462-
2π≈-3.821).

En conclusión, la comparación con los métodos numéri-
cos de la RTB sirve como una validación robusta del modelo 
analítico desarrollado. La diversidad de los resultados numé-
ricos no indica un error, sino que confirma experimentalmen-
te la naturaleza de múltiples soluciones del problema de la 
cinemática inversa para este manipulador.

Figura 2.
Tres poses del manipulador, de izquierda a derecha Pose 1 y Pose 2, abajo Pose 3.

IV. CONCLUSIONES
En este artículo se ha presentado un análisis cinemático 

detallado y una simulación de un manipulador planar de tres 
grados de libertad. El estudio cumplió con sus objetivos prin-
cipales al derivar exitosamente el modelo cinemático directo, 
presentando un enfoque geométrico intuitivo. Adicionalmen-
te, se desarrolló una solución analítica en forma cerrada para 
el complejo problema de la cinemática inversa, desacoplando 
la posición de la muñeca para resolver los ángulos de las ar-
ticulaciones.

La contribución central de este trabajo radica en la vali-
dación robusta de los modelos propuestos. Mediante la simu-
lación numérica con la librería Robotics Toolbox (RTB) para 
Python, se realizó una comparación directa entre la solución 
analítica derivada y un conjunto de algoritmos numéricos 
iterativos estándar de la industria, como Newton-Raphson, 
Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt.

Los resultados de esta comparación confirman dos puntos 
clave:

Los métodos numéricos de la RTB convergieron a las so-
luciones exactas calculadas por el modelo analítico, sirviendo 
como una validación robusta de la correctitud de las ecuacio-
nes desarrolladas.

La diversidad de resultados obtenidos por los distintos 
algoritmos numéricos ilustró de manera experimental la na-
turaleza de múltiples soluciones del problema de la cinemá-
tica inversa, identificando configuraciones alternativas (como 
codo arriba/abajo) y representaciones angulares equivalentes 
(θ vs. θ + 2π).

El modelo matemático exacto y verificado en este estudio 
sirve como una base fundamental para futuras aplicaciones, 
proveyendo la capacidad de controlar con precisión la pose 
del efector final.

Como líneas de investigación futura, este modelo cinemá-
tico validado es el pilar para el desarrollo y simulación de 
algoritmos de control de movimiento, planificación de trayec-
torias en el espacio de articulaciones y de tarea, y el análisis 
del espacio de trabajo del manipulador. El análisis puede ex-
tenderse para incluir el modelo dinámico del robot, lo que 
permitiría el diseño de controladores basados en par y el es-
tudio del comportamiento del sistema bajo diferentes cargas.
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